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Chương 1. MỞ ĐẦU

Nội dung trọng tâm của luận án là phân tích các ma trận có hệ

số trên vành chia. Cụ thể, chúng tôi tập trung vào việc phân tích ma

trận thành tích của các ma trận đối hợp, tích của các hoán tử đối hợp

và phân tích một lớp ma trận vô hạn, đó là các ma trận thuộc nhóm

Vershik–Kerov. Cuối cùng, chúng tôi nghiên cứu ma trận trên vành

chia quaternion thực H, một vành chia có các kết quả gần với trường.

Kết quả về ước lượng độ dài đối hợp của ma trận trên trường được

chỉ ra từ năm 1976. Cụ thể, theo [5, Định lý], giả sử F là trường và

A ∈ GLn(F ). Nếu detA = ±1 thì A có thể biểu diễn thành tích của

nhiều nhất 4ma trận đối hợp và 4 là số tốt nhất. Năm 2019, khi [4] xuất

bản, [4, Định lý 2.1] đã mở ra một kỹ thuật mới trong việc phân tích

ma trận trên vành chia. Từ đó, nghiên cứu của chúng tôi đã tập trung

vào hướng này. Kết quả là độ dài hoán tử đối hợp của ma trận trong

nhóm con ILn(D), nhóm sinh bởi các ma trận đối hợp trong GLn(D)

đã được ước lượng. Nội dung này được công bố trong [III].

Một hoán tử của các ma trận đối hợp cũng có thể được biểu diễn

thành tích của hai ma trận đối hợp. Vì vậy, chúng tôi ước lượng độ dài

của hoán tử đối hợp. Quá trình nghiên cứu cho thấy [9, 16] đã chứng

minh rằng, nếu F là trường có đặc trưng khác 2 thì ωCI(SLn(F )) = 2.

Sau đó, chúng tôi ước lượng độ rộng hoán tử đối hợp trên trường F có

đặc trưng 2 và kết quả trong trường hợp này cũng là ωCI(SLn(F )) = 2.

Kết quả này được công bố trong [VI]. Cuối cùng, độ rộng hoán tử đối

hợp đã được ước lượng trên vành chia trong [III] và trên đại số chia
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trong [II].

Ngoài ra, một số phân tích khác của ma trận thực sự thu hút chúng

tôi. Cụ thể là phân tích ma trận thành tích các hoán tử lũy đơn chỉ số 2

và thành tích các hoán tử đối hợp lệch. Chúng tôi tiếp cận hướng nghiên

cứu này với vành chia có số chiều nhỏ nhất, vành chia quaternion thực

H. Theo dòng lịch sử, vào năm 1991, J. H. Wang và P. Y. Wu trong

[15, Định lý 3.5] đã chỉ ra rằng ωCU (SLn(C)) ≤ 4. Đến năm 2021, X.

Hou [8, Định lý 1.1] đã cải thiện kết quả này khi chứng minh rằng

ωCU (SLn(C)) = 2. Kỹ thuật được sử dụng trong [8] có thể áp dụng

được cho các trường đóng đại số, không thể áp dụng cho các trường

tổng quát. Trước hết, chúng tôi đã đưa ra một ví dụ để minh họa rằng

kết quả trong [8] không còn đúng trên vành chia quaternion thực H.

Sau đó, độ rộng hoán tử lũy đơn chỉ số 2 cho nhóm SLn(H) đã được

ước lượng và công bố trong [V].

Liên quan đến độ rộng hoán tử đối hợp lệch, vào tháng 12 năm

2024, X. Hou [7] chỉ ra rằng nếu F là trường có ít nhất bốn phần tử và

n ≥ 1 thì ωCSI(SL2n(F )) ≤ 2. Trong nghiên cứu của chúng tôi, độ dài

hoán tử đối hợp lệch trong SLn(H) cũng được ước lượng với kết quả là

ωCSI(SLn(H)) ≤ 2. Kết quả này được trình bày chi tiết trong [6].

Liên quan đến việc phân tích ma trận vô hạn thuộc nhóm Vershik-

Kerov, chúng tôi đã đưa ra phiên bản trên vành chia của [1, Định lý

1.4]. Kết quả này được công bố trong [I].
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Chương 2. KIẾN THỨC CHUẨN BỊ

Đầu tiên, chúng tôi nhắc lại một kỹ thuật mà được sử dụng thường

xuyên trong luận án. Mục (i) trong Bổ đề 2.3.10 là một trường hợp

đặc biệt của [4, Định lý 2.1]. Trước năm 2019, kết quả này đã được

chứng minh cho các ma trận trên trường. Sau khi E. A. Egorchenkova

và N. L. Gordeev công bố kết quả, các phân tích ma trận trên vành

chia trong luận án đều dựa trên nội dung đó.

Bổ đề 2.3.10. Cho D là vành chia và n ≥ 2. Giả sử ma trận A ∈

SLn(D) \ Z(SLn(D)). Khi đó,

(i) Tồn tại Q ∈ GLn(D) sao cho Q−1AQ = LHU , trong đó ma trận

L ∈ LTn(D), U ∈ UTn(D) và H = diag(1, 1, . . . , 1, h) với h ∈ D′.

(ii) Tồn tại P ∈ GLn(D) sao cho P−1AP = XY Z, trong đó ma trận

X ∈ LTn(D), Y ∈ UTn(D) và Z = diag(1, 1, . . . , 1, z) với z ∈ D′.

Bổ đề dưới đây cho chúng tôi cơ sở để chéo hóa ma trận tam giác

có hệ số trên đại số chia.

Bổ đề 2.4.1 ([3, Định lý 8.2.3]). Cho D là đại số chia và n ≥ 2.

Giả sử A ∈ GLn(D). Nếu a11, a22, . . . , ann là n trị riêng phải của A

và đôi một không liên hợp thì A đồng dạng với ma trận đường chéo

diag(a11, a22, . . . , ann).

Dựa trên Bổ đề 2.4.1, chúng tôi chỉ ra dạng ma trận tam giác với

hệ số trên đại số chia có thể chéo hóa được.

Bổ đề 2.4.3 ([II, Bổ đề 3.2]). Cho D là đại số chia và n ≥ 2.

Nếu A là ma trận tam giác có các phần tử trên đường chéo chính
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a11, a22, . . . , ann ∈ D đôi một không liên hợp thì A đồng dạng với ma

trận đường chéo diag(a11, a22, . . . , ann).

Hai bổ đề dưới đây cung cấp cách chọn các phần tử trong quá trình

phân tích ma trận với hệ số trên đại số chia vô hạn, từ đó đưa ra các

ước lượng về độ dài hoán tử đối hợp của ma trận tốt hơn so với trên

vành chia.

Bổ đề 2.4.5 ([I, Bổ đề 2.3]). Cho D là đại số chia vô hạn với tâm

F và {ai}i≥1 là dãy phần tử trong D. Khi đó, tồn tại dãy {αi}i≥1 các

phần tử trong F sao cho {αiai}i≥1 là dãy các phần tử đôi một không

liên hợp trong D∗.

Bổ đề 2.4.6 ([VII, Bổ đề 5]). Cho D là đại số chia vô hạn với tâm F

và n ≥ 1. Giả sử các phần tử g1, g2, . . . , gn đôi một không liên hợp trong

D∗. Khi đó, tồn tại α ∈ F ∗ sao cho các phần tử αg1, αg2, . . . , αgn, (αg1)
−1,

. . . , (αgn)
−1 đôi một không liên hợp.
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Chương 3. PHÂN TÍCH MA TRẬN THÀNH

TÍCH CÁC MA TRẬN ĐỐI HỢP

Trong chương này, các vấn đề liên quan đến phân tích ma trận có

hệ số trên vành chia thành tích các ma trận đối hợp được nghiên cứu.

Trước tiên, chúng tôi trình bày điều kiện cần và đủ để một ma trận trên

vành chia là tích của các ma trận đối hợp theo định thức Dieudonné.

Tiếp theo, độ dài đối hợp của ma trận trên vành chia được ước lượng.

Cuối cùng, chúng tôi đưa ra đánh giá tốt hơn về độ dài này trên đại số

chia. Những kết quả trong chương này đã được công bố trong [III].

Bổ đề 3.2.1 ([10, Định lý 2.6, Chương VII]). Cho D là vành chia và

m,n ≥ 1. Giả sử A ∈ Mn(D). Khi đó, hạng của A bằng r nếu và chỉ

nếu tồn tại P,Q ∈ GLn(D) thỏa mãn PAQ =

Ir 0

0 0

 .

Từ Bổ đề 3.2.1, chúng tôi chỉ ra được dạng của ma trận đối hợp A

dựa trên hạng của A+ I.

Mệnh đề 3.2.3 ([III, Mệnh đề 2.3]). Cho D là vành chia và n ≥ 2.

Nếu A ∈ GLn(D) là ma trận đối hợp và hạng của ma trận A+ In bằng

r thì A đồng dạng với ma trận

(i) Ir ⊕ (−In−r) nếu vành chia D có đặc trưng khác 2.

(ii)


Ir Ir 0

0 Ir 0

0 0 In−2r

 nếu vành chia D có đặc trưng bằng 2.

Hơn nữa, nếu A là tích các ma trận đối hợp thì det(A) = ±1.
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Sau đó, chúng tôi đã mô tả được nhóm con sinh bởi các ma trận

đối hợp ILn(D) theo định thức Dieudonné.

Mệnh đề 3.2.5. Cho D là vành chia và n ≥ 2. Khi đó,

ILn(D) = {A ∈ GLn(D) : det(A) = ±1}.

Dưới đây là các kết quả hỗ trợ việc ước lượng độ dài đối hợp của

ma trận trên vành chia. Bổ đề 3.3.1 chỉ ra phương pháp phân tích ma

trận chéo dạng diag(1, . . . , 1, s), trong đó s là hoán tử.

Bổ đề 3.3.1. Cho D là vành chia và n ≥ 2. Nếu s = uvu−1v−1, trong

đó u, v ∈ D∗ thì diag(1, . . . , 1, s) ∈ GLn(D) là tích của nhiều nhất bốn

ma trận đối hợp.

Bổ đề 3.3.2 ([12, Mục 4′, Trang 302]). Cho trường F và n ≥ 2. Giả

sử A ∈ GLn(F ). Nếu tồn tại các số nguyên dương k,m sao cho

(A− In)
k(A+ In)

m = 0

thì ℓI(A) ≤ 2.

Dựa trên Bổ đề 3.3.2, độ dài đối hợp của ma trận tam giác với các

phần tử trên đường chéo bằng 1 hoặc −1 được ước lượng và kết quả

trình bày dưới đây.

Mệnh đề 3.3.4 ([III, Bổ đề 4.3]). Cho D là vành chia và n ≥ 2. Nếu

A ∈ GLn(D) là ma trận tam giác có các phần tử trên đường chéo chính

là 1 hoặc −1 thì ℓI(A) ≤ 2.

Dựa trên những kết quả đã có, chúng tôi ước lượng độ rộng đối hợp

của nhóm con ILn(D), nhóm sinh bởi các ma trận đối hợp của nhóm

GLn(D).

Định lý 3.3.5 ([III, Định lý 4.5]). Cho D là vành chia và n ≥ 2. Khi

đó, nếu ωC(D
′) < ∞ thì ωI(ILn(D)) ≤ 4 + 4ωC(D

′).
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Để ước lượng kết quả về độ dài đối hợp trên đại số chia, chúng tôi

phân tích một ma trận đường chéo cấp 2. Sau đó, dựa trên Bổ đề 2.4.5,

ước lượng độ dài của phân tích này.

Bổ đề 3.4.1 ([III, Bổ đề 5.2]). Cho D là vành chia. Với mỗi a ∈ D∗, ma

trận

a 0

0 a−1

 là tích nhiều nhất hai ma trận đối hợp trong GL2(D).

Trên đại số chia, chúng tôi thu được những kết quả tốt hơn trong

việc phân tích ma trận thành tích của các đối hợp. Cụ thể là:

Định lý 3.4.2 ([III, Định lý 5.3]). Cho D là đại số chia không giao

hoán thỏa mãn ωC(D
′) = s < ∞ và n ≥ 2. Giả sử A ∈ SLn(D). Nếu

A /∈ Z(SLn(D)) thì ℓI(A) ≤ 4s.

Hệ quả 3.4.3 ([III, Định lý 5.3]). Cho D là đại số chia không giao

hoán và n ≥ 2. Nếu ωC(D
′) < ∞ thì ωI(ILn(D)) ≤ 2 + 4ωC(D

′).

8



Chương 4. PHÂN TÍCH MA TRẬN THÀNH

TÍCH CÁC HOÁN TỬ ĐỐI HỢP

Vấn đề ước lượng độ dài hoán tử đối hợp của ma trận thuộc nhóm

tuyến tính đặc biệt có hệ số trên trường đặc trưng khác 2 đã được X.

Hou chỉ ra trong [9, Định lý 2.8]. Trong chương này, chúng tôi phân

tích ma trận thành tích hoán tử đối hợp trên trường đặc trưng 2, trên

đại số chia vô hạn và trên vành chia.

Chúng tôi bắt đầu với dạng hoán tử đối hợp của ma trận đường

chéo cấp 2 trong GL2(D).

Bổ đề 4.1.2. Cho D là vành chia và x ∈ D∗. Khi đó,x2 0

0 x−2

 =

 0 x

x−1 0

 ,

0 1

1 0


là hoán tử đối hợp.

Tiếp theo, chúng tôi phân tích các ma trận tam giác.

Định lý 4.1.3 ([II, Định lý 3.4]). Cho D là đại số chia vô hạn và

n ≥ 2. Giả sử A = BC, trong đó B ∈ LTn(D) và C ∈ UTn(D). Khi

đó, ℓCI(A) ≤ 2.

Để ước lượng độ dài hoán tử đối hợp của ma trận trên trường đặc

trưng bằng 2, chúng tôi xét hai trường hợp. Nếu trường có vô hạn phần

tử thì chúng tôi dựa theo kỹ thuật của X. Hou [9]. Nếu trường hữu hạn

phần tử thì chúng tôi dựa trên kết quả của bổ đề dưới đây.

Bổ đề 4.2.1 ([2, Bổ đề 7]). Cho F là trường có ít nhất bốn phần tử và

n ≥ 2. Giả sử C = C(f) là ma trận bạn trong GLn(F ) tương ứng với
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đa thức f có bậc n, detC = ab và a, b ∈ F ∗. Khi đó, C = XY , với X

đồng dạng với (a)⊕A và Y đồng dạng với (b)⊕B. Trong đó,

A = A1 ⊕A2 ⊕ · · · ⊕Ak

và

B = B1 ⊕B2 ⊕ · · · ⊕Bℓ

với mọi A1, A2, . . . , Ak, B1, B2, . . . , Bℓ là một trong các ma trận có dạng

sau

(1) (1).

(2)

g 0

0 g−1

, trong đó g ∈ F \ {0,±1}.

(3)

0 −1

1 q

, trong đó q ∈ F ∗.

Hơn nữa, A đồng dạng với A−1 và B đồng dạng với B−1.

Dựa vào kết quả của bổ đề trên, chúng tôi đã tiến hành ước lượng

độ dài của hoán tử đối hợp trong nhóm tuyến tính đặc biệt có hệ số

trên trường và kết quả thu được như sau:

Định lý 4.2.5 ([VI, Định lý 1]). Cho F là trường đặc trưng 2 có ít

nhất ba phần tử và n ≥ 2. Khi đó, mọi ma trận trong SLn(F ) là tích

nhiều nhất hai hoán tử đối hợp.

Hệ quả 4.2.6. Cho F là trường có ít nhất ba phần tử và n ≥ 2. Khi

đó, ωCI(SLn(F )) = 2.

Dựa vào Bổ đề 2.3.10, chúng tôi cũng tiến hành ước lượng độ dài

của hoán tử đối hợp của các ma trận trong nhóm SLn(D), trong đó D

là vành chia.
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Từ ý tưởng từ [14], chúng tôi đã phát triển một kỹ thuật để phân

tích ma trận đường chéo diag(1, s) với s là hoán tử khác 1. Kết quả

này được trình bày trong bổ đề dưới đây.

Bổ đề 4.3.1 ([II, Bổ đề 4.2]). Cho D là vành chia không giao hoán.

Nếu s là hoán tử khác 1 thì diag(1, s) = A1A2A3, trong đó Ai đồng

dạng

1 1

0 1

, với mỗi i = 1, 2, 3.

Sau đó, chúng tôi ước lượng được độ dài hoán tử đối hợp của ma

trận đường chéo diag(1, . . . , 1, s), trong đó s ∈ D′.

Bổ đề 4.3.2 ([II, Bổ đề 4.3]). Cho D là vành chia không giao hoán

và n ≥ 2. Giả sử rằng A = diag(1, 1, · · · , 1, s) ∈ GLn(D), trong đó s là

hoán tử khác 1. Khi đó,

(1) ℓCI(A) ≤ 3 nếu charD ̸= 2.

(2) ℓCI(A) ≤ 3 nếu charD = 2 và n > 2.

(3) ℓCI(A) ≤ 6 nếu charD = 2 và n = 2.

Sử dụng ý tưởng chứng minh như trong Mệnh đề 3.3.4, chúng tôi

ước lượng được độ dài đối hợp của ma trận trong các nhóm ma trận

tam giác UTn(D) và LTn(D).

Bổ đề 4.3.5 ([III, Bổ đề 6.1]). Giả sử D là vành chia không giao hoán

và n ≥ 1. Khi đó, mọi ma trận trong UTn(D) hoặc LTn(D) có thể viết

thành dạng tích nhiều nhất hai hoán tử đối hợp trong GLn(D). Đặc

biệt, nếu charD ̸= 2 thì mỗi ma trận trong UTn(D) hoặc LTn(D) là

hoán tử đối hợp.

Cuối cùng, độ dài hoán tử đối hợp của ma trận trong nhóm tuyến

tính đặc biệt trên vành chia được ước lượng.
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Định lý 4.3.6 ([III, Định lý 6.3]). Cho D là vành chia không giao hoán

thỏa mãn ωC(D
′) < ∞ và n ≥ 2. Khi đó,

(1) ωCI(SLn(D)) ≤ 4 + 6ωC(D
′) nếu charD = 2 và n = 2.

(2) ωCI(SLn(D)) ≤ 4 + 3ωC(D
′) nếu charD = 2 và n > 2.

(3) ωCI(SLn(D)) ≤ 2 + 3ωC(D
′) nếu charD ̸= 2.

Khi xét các ma trận trên đại số chia không giao hoán, chúng tôi đã

ước lượng được độ dài hoán tử đối hợp tốt hơn trên vành chia. Kết quả

được chỉ ra dựa trên Bổ đề 4.1.2 và Bổ đề 2.4.3.

Định lý 4.3.7 ([II, Định lý 4.6]). Cho D là đại số chia không giao

hoán sao cho ωC(D
′) < ∞ và n ≥ 2. Khi đó,

(i) ωCI(SLn(D)) ≤ 2 + 6ωC(D
′) nếu charD = 2 và n = 2.

(ii) ωCI(SLn(D)) ≤ 2 + 3ωC(D
′) nếu charD = 2 và n > 2.

(iii) ωCI(SLn(D)) ≤ 2 + 3ωC(D
′) nếu charD ̸= 2.
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Chương 5. MỘT SỐ PHÂN TÍCH CỦA MA

TRẬN TRÊN VÀNH CHIA QUATERNION

THỰC H

Trong chương này, chúng tôi phân tích ma trận thành tích của các

hoán tử lũy đơn chỉ số 2 và các hoán tử đối hợp lệch trên vành chia

quaternion thực, đồng thời trình bày các ví dụ minh họa. Những kết

quả này đã được công bố trong [V] và trình bày trong [6].

Chúng tôi, bắt đầu ước lượng độ dài hoán tử lũy đơn chỉ số 2 bằng

kết quả về phân tích ma trận đường chéo cấp 2.

Mệnh đề 5.2.3. Nếu a ∈ H∗ và λ ∈ R sao cho λN(a) ̸= ±1 thìλa 0

0 (λa)−1

 là hoán tử lũy đơn chỉ số 2.

Bằng cách tính toán trực tiếp, chúng tôi đưa ra một khẳng định về

tính chất của hoán tử lũy đơn chỉ số 2 trong nhóm GL2n+1(H).

Mệnh đề 5.2.5. Cho A ∈ GL2n+1(H) với n ≥ 1. Nếu A là hoán tử lũy

đơn chỉ số 2 thì 1 là trị riêng phải của A.

Theo [13], mọi ma trận trong nhóm GLn(H) luôn đồng dạng với ma

trận dạng Jordan có hệ số trên trường số phức C.

Bổ đề 5.2.6 ([13, Hệ quả 3.5]). Cho n ≥ 2 và A ∈ GLn(H). Khi đó,

tồn tại S ∈ GLn(H) sao cho

S−1AS = Jm1(λ1, 1)⊕ · · · ⊕ Jmk
(λk, 1) (∗)

trong đó λ1, . . . , λk ∈ C là các số phức và m1 + · · · +mk = n. Ta gọi

ma trận ở vế phải của (∗) là dạng Jordan của A.
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Từ Bổ đề 5.2.6, chúng tôi thu được mệnh đề dưới đây.

Mệnh đề 5.2.7 ([V, Mệnh đề 2.4]). Cho D là vành chia và n ≥ 2.

Nếu A ∈ GLn(D) là hoán tử lũy đơn chỉ số 2 thì A không đồng dạng

với ma trận có dạng Jordan chứa Jm(−1, 1), trong đó m lẻ.

Bằng phương pháp chứng minh phản chứng, chúng tôi đã ước lượng

được độ dài hoán tử lũy đơn chỉ số 2 của ma trận −I2n+1.

Định lý 5.2.9 ([V, Định lý 1.1]). Cho n ≥ 1. Khi đó, ma trận −I2n+1

có thế viết thành tích của ba hoán tử lũy đơn chỉ số 2 trong nhóm

GL2n+1(H) và 3 là số tốt nhất.

Để khẳng định 3 là số tốt nhất, chúng tôi đã phân tích ma trận

−I3 =


1 0 0

0 i
2 0

0 0 2i




i
2 0 0

0 2i 0

0 0 1



2i 0 0

0 1 0

0 0 i
2

 .

Định lý 5.2.9 khẳng định rằng [8, Định lý 1.1] không đúng khi áp

dụng cho ma trận có hệ số trên H. Sau đó, chúng tôi ước lượng độ rộng

hoán tử lũy đơn chỉ số 2 cho nhóm SLn(H).

Định lý 5.2.11 ([V, Định lý 1.2]). Cho n ≥ 2 và A ∈ SLn(H). Khi đó,

A là tích của nhiều nhất hai hoán tử lũy đơn chỉ số 2 trong GLn(H),

trừ trường hợp n là số lẻ và A = −In.

Hệ quả 5.2.12 ([V, Hệ quả 1.3]). ωCU (SLn(H)) = 3.

Liên quan đến việc nghiên cứu ma trận thành tích các hoán tử đối

hợp lệch. Trong [11, Định lý 3.2], Joven và Paras đã chỉ ra rằng nếu

F là trường có ít nhất bốn phần tử thì mọi A ∈ SL2n(F ) có dạng là

tích của nhiều nhất bốn ma trận đối hợp lệch. Mặt khác, một hoán tử

đối hợp lệch cũng là tích của hai ma trận đối hợp lệch. Vì vậy, chúng

tôi tiếp tục ước lượng độ dài hoán tử đối hợp lệch của ma trận trong

nhóm SLn(H).
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Chúng tôi chỉ ra tồn tại một ma trận đường chéo không là hoán tử

đối hợp lệch.

Ví dụ 5.3.2. Trong nhóm SLn(H), ta có diag(2, .., 2, 21−ni) không là

hoán tử đối hợp lệch.

Do đó, theo Ví dụ 5.3.2, ωCSI(SLn(H)) nhận giá trị từ 2 trở lên và

chúng tôi đã chỉ ra được 2 là giá trị tốt nhất.

Định lý 5.3.3 ([6, Định lý 4.1]). Giả sử n ≥ 2. Khi đó,

ωCSI(SLn(H)) = 2.
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Chương 6. PHÂN TÍCH MA TRẬN VÔ HẠN

THÀNH TÍCH CÁC HOÁN TỬ VÀ TÍCH CÁC

MA TRẬN ĐỐI HỢP

Bằng cách tính toán trực tiếp, công thức ma trận nghịch đảo của

ma trận tam giác trên vô hạn được chỉ ra trong bổ đề dưới đây.

Bổ đề 6.1.2. Cho D là vành chia và A =
∞∑
i=1

∞∑
j=i

xijeij ∈ T∞(D). Nếu

A−1 =
∞∑
i=1

∞∑
j=i

x′ijeij

thì x′ii = x−1
ii và xiix

′
ij + xi(i+1)x

′
(i+1)j + · · ·+ xijx

′
jj = 0 với 1 ≤ i < j.

Hơn nữa, với mỗi số nguyên dương k, phần tử

x′i(i+k) = −x−1
ii xi(i+k)x

−1
(i+k)(i+k) + c

trong đó c là biểu thức của xi′j′ và x′i′j′ trong đó j′ − i′ < k.

Dựa trên cách chọn phần tử trong Bổ đề 2.4.5, chúng tôi chỉ ra được

rằng:

Định lý 6.2.1 ([I, Định lý 1.1]). Cho D là đại số chia vô hạn và

A ∈ T∞(D). Nếu các phần tử trên đường chéo chính của A là hoán

tử thì tồn tại B,C ∈ T∞(D) sao cho B là ma trận đường chéo có các

phần tử đôi một không liên hợp và A = BCB−1C−1. Hơn nữa, nếu

A ∈ UT∞(D) thì với mỗi ma trận đường chéo vô hạn B có các hệ số

đôi một không liên hợp, tồn tại C ∈ UT∞(D) sao cho A = BCB−1C−1.

Hệ quả 6.2.3 và Định lý 6.2.6 là phiên bản trên vành chia của [1,

Định lý 1.4].
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Hệ quả 6.2.3 ([I, Hệ quả 1.3]). Nếu D là đại số chia có nhiều hơn ba

phần tử thì

[GLV K,∞(D),GLV K,∞(D)] = SLV K,∞(D).

Định lý 6.2.6 ([I, Định lý 1.4]). Giả sử D là trường vô hạn hoặc vành

chia quaternion thực. Khi đó, mọi ma trận trong nhóm SLV K,∞(D)

đều có dạng là hoán tử.

Để hoàn thiện về phân tích ma trận vô hạn trong nhóm Vershik–Kerov,

bằng những kỹ thuật của các chương trước chúng tôi đánh giá độ rộng

đối hợp của nhóm con hoán tử SLV K,∞(D) của nhóm Vershik–Kerov.

Với mỗi Λ ⊆ N, ta giả sử (Nλ)λ∈Λ là một phân hoạch của N và đặt

J|Nλ|(1, 1) =



1 1

1 1

. . . . . .

1 1

1


.

Đầu tiên, chúng tôi phân tích ma trận tam giác trên có vô hạn có

các phần tử trên đường chéo bằng 1.

Bổ đề 6.3.1. Cho vành chia D và A ∈ UT∞(D). Khi đó, A đồng

dạng với ⊕λ∈ΛJ|Nλ|(1, 1), trong đó (Nλ)λ∈Λ là một phân hoạch của N

và Λ ⊆ N.

Bổ đề 6.3.2 ([VII, Lemma 2]). Cho vành chia D và A ∈ UT∞(D).

Khi đó,

(1) Mọi ma trận UT∞(D) có thể viết thành dạng tích của nhiều nhất

hai ma trận đối hợp trong GLc,∞(D).
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(2) Mọi ma trận trong UT∞(D) có thể viết thành một hoán tử đối

hợp của các ma trận trong GLc,∞(D), khi charD ̸= 2.

Cuối cùng là kết quả về phân tích ma trận trong nhóm SLV K,∞(D)

thành tích các ma trận đối hợp.

Định lý 6.3.3 ([VII, Định lý 1]). Cho D là đại số chia không giao

hoán. Giả sử ωC(D
′) < ∞. Khi đó, mọi ma trận trong SLV K,∞(D) là

tích của nhiều nhất 8ωC(D
′) + 4 ma trận đối hợp trong GLc,∞(D).
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Chương 7. KẾT LUẬN

Chúng tôi đã thực hiện một số nghiên cứu về phân tích ma trận

trên vành chia. Trong định hướng nghiên cứu tiếp theo, chúng tôi tập

trung vào việc giải quyết những vấn đề dưới đây:

� Ước lượng độ dài hoán tử của các ma trận trong nhóm SLV K,∞(D)

khi D là vành chia có số chiều lớn hơn bốn.

� Nghiên cứu các vấn đề mở trong [IV].
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